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54135 Spiralen 2

Vorwort

Es gibt eine ganze Reihe von spiraldahnlichen Kurven. Einige davon habe ich fiir diesen Text
ausgewahilt.
Die Methoden fiir die Berechnungen werden im Text 54011 Differentialgeometrie besprochen.

Die Integralberechnungen sind teilweise sehr schwer und fiir Studenten sehr wichtig.
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54135 Spiralen

1 Archimedische Spirale
1.1 Gleichungen

Ihre Gleichung lautet: r=a- ()

mita>0 und ¢>0

Die Abbildung zeigt zwei solche

Spiralen, fir a = 0,5 (rot)
und a = 1 (blau).

r=05-¢ und r=¢
Der Definitionsbereich ist ¢ € [0; [ .

Fir das Intervall [0; 2n] erzielt man
einen Umlauf von der x-Achse bis wieder

zu ihr.

Information: Der Abstand zwischen zwei Windungen

ist konstant 2na, hier also genau = .

Die untere Abbildung hat einen gréReren
MaRstab, sodass man mehr Umlaufe

sehen kann.

Die Archimedische Spirale hat auch eine

4

o=7n =5n £P=,3r| ,{,:n/‘

<p='6n

¢=8n_ ¢= 10n _

Parametergleichung:

x(¢)=r-cos(p)=a-¢-cos(¢)
y(@)=r-sin(¢)=a-¢-sin(o)

oderso:  X(t)= {at'cos(t)J

at-sin(t)

Wer zuerst den Text Uber Kurven in Parameterdarstellung
gelesen hat, ist vielleicht etwas irritiert, denn dort wurde der

Parameter t statt ¢ verwendet.

Jetzt sind x und y selbst Funktionen von t.

30

Friedrich Buckel
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Spiralen

1.2 Waagrechte und senkrechte Tangenten, Extrempunkte

Ableitung:

Bedingung fiir waagerechte Tangente:

y(t)=0 < sin(t)+t-cos(t)=0

In der von TI Nspire erstellten Tabelle rechts
erkennt man aufer dem Ursprung noch

4 weitere Punkte im Intervall te[0;4n].
Bedingung fiir senkrechte Tangenten:

X(t)=0 < cos(t)—t-sin(t)=0

Hier gibt es fiir das Intervall t € [0; 4x]

genau vier Punkte.

Die Abbildung zeigt 4 waagrechte und

4 senkrechte Tangenten in den berechneten
BerUhrpunkten.

Man kénnte noch Uberprifen, ob ein
Hochpunkt (y(t) < 0) oder ein Tiefpunkt
(y(t) > 0) vorliegt, oder ein Rechtspunkt
(Maximum fir x, wenn X(t) <0 ist)

oder ein Linkspunkt (Minimum fir x, wenn
X(t) >0 ist).

Wie liegen die Extrempunkte der Kurve?

Da muss man zunachst einmal feststellen, dass der

t-Wert der Extrempunkte von a unabhéangig ist. Hierist a=1.

I

(1-sin(t)+t-cos(t))

g, cos(i) : sin(i] Fertig

&

Define _t(i]=

t
2

solve(sin[t]H- cos(!]=0,f)\05154- bid
t=0. or t=2.02876 or t=4.91318 or =7.97867 or +=11.0855

I

+(2.02876 [-0.44848 0.909853]
(4.91318

)
xla. ) [0.489953 -2.40723]
(7.97867) [-0.496136 3.95836]
x(11.0855) [0.497764 -5.52035]

solve(cos{t}ft- sin{t}=0,t}\05154- m
t=0.860334 or =3.42562 or t=6.4373 or t=9.52933

)

x(0.860334) [0.280548 0.326093]

x(3.42562) [-1.64419 -0.47997]
x(6.4373) [3.1805 0.49408]
x(9.52933) [-4.73865 -0.497248]

Man kénnte dann vermuten, dass die Extrempunkte im ,Abstand” At =2r auftreten.
Es sei t; eine Losung der Gleichung y(t)=0 < sin(t,)+t,-cos(t,)=0.

Ist dann t, + 21 auch eine Lésung dieser Gleichung: sin(t)+t-cos(t)=0? Probe durch Einsetzen:
sin(t, +2r) +(t, + 2n) - cos(t, + 2n) = sin(t,) +(t, + 2n)-cos(t,) = sin(t,) + t, -cos(t,) + 2n-cos(t,) = 0
—

Das ist also nicht der Fall.

=0 #0

Friedrich Buckel
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54135 Spiralen 5

1.3 Schnittpunkte der Spirale mit der x-Achse?

Bedingung: y(t)=0 < at-sin(t)=0

1.L6sung: t;=0, 2.Losung sin(t)=0 < t=nn (neN,)

Also ist der Ursprung doppelte Nullstelle (Berihrpunkt mit der x-Achse).
Dann weiter alle Punkte mit t als Vielfachem von = .

Das ergibt diese x-Koordinaten: x(n- =) =a-nn-cos(nr)

Ist n ungerade, dann ist cos(nn) =1, ist n gerade: cos(nm)=1
Also x, € {0;-an;+2ar —3an: 4am usw.}

1.4  Steigungswinkel im ersten Schnittpunkt mit der x-Achse rechts vom
Ursprung?

Fir die Tangentensteigung gilt:
dy _y(t) _sin(t)+t-cos(t) N ﬂ(t oy sin(2r) +2n-cos(21) 0+2n-1_
dx  x(t) cos(t)-t-sin(t) dx' ' cos(2n)-2n-sin(2n), 1-2n-0

/

2n

tany=2r = y= arctan(zn) ~ 80,96° Tangente

Gleichung der Tangente in N, (7| 0):

y—0:21r-(x—1t) & y=2n-x-21°

1.5 Sektorenflache, welche die positive x-Achse mit der Spirale
nach 1 Umlauf begrenzt?

Fir das Intervall ¢ € [0;2r] macht die Kurve einen Umlauf.

<

Die vom Radius dabei tberstrichene (schraffierte)Flache
hat den Inhalt

A Ao

2n 27 327 3 3
1 18
F=%f(%®)2d®=%f@2d¢=§-{%} =35 =5 (FE)
0 0 0

Formel siehe Text 54011 Seite 48/50 ???

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



54135 Spiralen 6

1.6 Lange des dargestellten Bogens?

S—I\/ )d(p mit r(¢)=a-¢ = r'(¢)=a

Sszd(P:aT\[(P2+1d(p=%.T ,(P2+1d(|) fiir a:%
0 o :

Der Formelsammlung wird entnommen: j\/x +a® dx = —-arsinh (5J+§\/
a
Also I\/x +1 dx_— arsinh (x)+ % x* +1

Auf der ndchsten Seite zeige ich, wie man dieses Integral berechnet!

2n
s:%-[arsinh((p)+(p~ (p2+1l) ~10,63 LE sinh™ (0)
0
sinh™{ 27)
2.537297501
%*(sinh"(Zn)—sinh"([])+2m" an2+1)

10.62814707

Wissen:
Hier tritt als Stammfunktion von +/x? +a” eine Funktion auf, die arsinh heiRt, gelesen

,Area sinus hyperbolicus“. Sie ist die Umkehrfunktion der Funktion y = sinh(x), die

»oinus hyperbolicus® heilt. Und diese wiederum ist definiert durch diese Gleichung:

—X

sinh(x) = . Daneben gibt es noch die Funktionen cosh und tanh. Und weil zwischen

ihnen Beziehungen bestehen, die an sin, cos und tan erinnern, tragen Sie diese Namen.

Siehe dazu auch die folgende Seite.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1.7 Einschub: Berechnung von J\/x2+1 dx

Vorkenntnisse:
Man benétigt die hyperbolische Funktion sinh(x) (,sinus hyperbolicus®)

Zusammen mit der ,Schwesterfunktion“ cosh(x) gilt diese Formel

cosh?(x)—sinh?*(x) =1 bzw. sinh?(t)+1=cos’(t) )
Alsoist cosh(t)=/sinh®(t)+1 (2)
lhre Ableitungen sind:  sinh'(x) =cosh(x) und cosh'(x) = sinh(x) (3)

Die Umkehrfunktion zu sinh(x) ist arsinh(x) (Area Sinus hyperbolicus).

Far diese Funktion gibt es auch einen logarithmischen Funktionsterm:

arsinh(x):ln(x+x/x2+1) 4)

Nun zur Integration:

Wenn man sich die Wurzel ansieht und mit (2) vergleicht, dann erkennt man, dass man eine

Substitution mit x = sinh(t) versuchen kénnte  dy = sinh'(t)- dt = cosh(t)-dt
[Vx? +1 dx = [sinh? () +1-cosh(t)dt = [cosh(t)-cosh(t)dt

Partielle Berechnung des letzten Integrals: Iu'- vdt=u-v- fu -v'dt

u'=cosh(t) = u=sinh(t)
v=cosh(t) = v'=sinh(t)
[cosh(t)-cosh(t)dt = sinh(t)- cosh(t) - [ sinh® (t)dt
Ersetzen nach (1): sinh?(t) +1=cos®(t)
[cosh(t)- cosh(t)dt = sinh(t)- cosh(t) - [ (cosh® (t) - 1)dt
[cosh(t)- cosh(t)dt = sinh(t) - cosh(t) + t - [(cosh® ())dt

Jetzt behandelt man diese Zeile wie eine Gleichung und addiert | + J'(cosh2 (t))dt
Z-fcosh(t)-cosh(t)dt:sinh(t)-cosh(t)+t | 2
jcosh(t)-cosh(t)dt = Zsinh(t)-cosh(t)+1t. Das heiflt doch aber:

[Vx?+1 dx =1-sinh(t)- cosh(t) + 3t
Riicksubstitution: sinh(t)=x und t=arsinh(x) (Umkehrung).

cosh(t) = \/sinhz (t)+1= Jx2 41

Ergebnis:

JVXZ +1 dx =1-xvx? +1+Zarsinh(x)
bzw. unter Beachtung von (4):

IVX2+1 dx:%~xx/x2+1+%~ln(x+x/x2+1)

Friedrich Buckel
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54135 Spiralen 8

2 Hyperbolische Spirale: r(e)= ai' Oft wird sie so angegeben: r(¢) = a
-0 ¢
A
Yy
5 S —
P(0.5)
1 P(1)
~ 1 5
r((P)_ 0,2'([) \ ¢
P(8)
>
2 P(l@%:%) 2 3 4 5 6 7 8 9
P(4) |
ol Hyperbolische Spirale  |pefie 1= 5# 54 Fertig
mita = 0,2 v{0.5) [8.77583 4.79426]
x(1) [2.70151 4.20735]
w(2) [-1.04037 2.27324]
cos(¢)
Berechnung von Punkten: X(p)=r-cos(¢)= +l4) [-0.817055 -0.946003]
ae v(6) [0.800142 -0.232846]
o 3 sin(¢) 1(8) [-0.090938 0.618349)]
¥(9)=r-sin(¢) = a-e v(10) [-0.419536 -0.272011]

Rechts der Screenshot meines CAS-Rechners Tl Nspire.

Die Vektorfunktion hat 7 Punkte berechnet, die im Schaubild eingetragen sind.

Vermutung: Die Kurve hat fir ¢ -0 bzw. x — « die waagerechte Asymptote y = 5.
Beweis:

. __ cos(g) .
Zuerst braucht man lim X((p) =1lim-5- =o0 denn Zahler -1, und Nenner - 0.

¢—0 ¢—0 )

i Regel von
sinfe) = g im<osel_g [ _s,

Dann dieser Grenzwert  limy(¢)=5-lim = =
»—0 »—0 (p de -L'Hospital »—0 1

wobei die Regel von de L’Hospital angewandt worden ist:

WISSEN: Diese Voraussetzung ist erfullt: Z&hler -0 und Nenner — 0.
Dann &ndert sich der Grenzwert nicht, wenn man Z&hler und Nenner
getrennt ableitet, also keine Quotientenregel.

Wir haben also gezeigt: Fir ¢ -0 geht x(¢) > und y(¢)—>5

Allgemein gilt: Die hyperbolische Spirale r((p) = 1 hat fir ¢ — 0 die waagerechte
a-o

Asymptote: y= 1 .
a

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Die Kurve erreicht den Ursprung O nicht.

Denn dazu muss ¢ — «© gehen:

cos
lim X((p) = lim ﬂ =0, denn der Zahler schwankt zwischen -1 und 1, der Nennert
Pp—>0 oo 7. (p
geht jedoch gegen Unendlich. Analog folgt:
sin
limy(o)= Iimﬂ =0
Q>0 o> g (P

Berechnung der Flache eines Kurvensegments

mit der Formel (Text 54011):

P, 44
F=%Ir2(¢)d¢
?4
2 2 2 42 2
5 _ [0) 1 1
le ~ dq):l 25(P2d(P=1215|:_:| :-12’5.|:_:| :—12,5~(——1j=6,25
IGRE S i e

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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§ 511. Die ArcHiMEDIsche Spirale 727

teilen diese in ebensoviele gleiche Teilstrecken. Auf den Strahlen

.o A
0y, b, .. tragen wir die Strecken 0D, = 221, 0D, = 2 241,
... auf. Wir erhalten so die Punkte D,, D,, Dy, ... der ersten Windung
der Spirale. Die Punkte E,, E,, E,, ... der zweiten Windung erhalten
wir, wenn wir auf der Verlingerung der Strecken OD,, 0D,, OD,, ...
die Strecken D, E,, D, E,, Dy E,, ... auftragen, deren Liinge gleich der
Schrittweite 0.4, ist. Analog dazu erhalten wir die Punkte der fol-
genden Windungen.

SEVAN
<

QN

3
\
i

e |

X TS DAL A, Ay X
Dy
A
u
Abb. 471

2. Besonderheiten der Form. Ein beliebiger Strahl O @, der vom
Pol O ausgeht, hat neben O mit der Spirale noch unendlich viele
Punkte Q,, @,, ... gemeinsam. Zwei aufeinander folgende Punkte
@;, Q;1; haben einen Abstand, der gleich der Schrittweite a(= 2kx)
ist. Im Ursprung O dient die Achse O X als Tangente. Die Tangente
MT in einem beliebigen Punkt M der Spirale erhilt man aus der
Geraden MO, wenn man diese um den Winkel OMT = x dreht.

Friedrich Buckel
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728 X. Einige bemerkenswerte Kurven
Fiir o gilt
_0M_ e _
ey == =

3. Eigenschaften der Normalen. Die Normale M N durch den
Punkt M der ArcHIMEDIschen Spirale mit der Schrittweite a schneidet
die Gerade ON, die senkrecht auf den Polarradius OM steht, im

Punkt N, der von O den Abstand ON = -gj—t (= |k|).

4. Der Flicheninhalt S des Sektors MOM' (wenn sich die
Polarwinkel der Punkte M und M’ um nicht mehr als 2z unter-
scheiden):

1 ’ ’
8= ol ted +7). (1)

Dabei gilt o = 0M, o' = O0M', o = X MOM'.

5 Der Flachenmhalt einer Windung. Formel (1) liefert fur
=0, =a, w=2n den Inhalt 8, der Figur 0D, D;Q, A,0

(Abh 4'71), die von der ersten Schleife der Spirale und der Strecke

0 4, begrenzt wird:

8, = % na? = % 8. @

Dabei ist §," der Inhalt des Kreises mit dem Radius 0 A,.
Der Inhalt S2 der Flgur A, ByH Ay Ay, die von der zweiten Schleife
und der Strecke 4,4 hegrenzt. w:rd o=a, o =2a, o=2n7)
lautet
7 T o .
Szzﬁ-:rm:ﬁb 3)

Dabei ist 8, der Inhalt des Kreises mit dem Radius 0 4,.
Im allgemeinen gilt firr den Inhalt S, der von der n-ten Schleife und
der Strecke 0 4 begrenzten Figur

—(n—1p , nd—(n—1p
3 = 3n®

g, =2 8, )

Dabei bedeutet S, wieder den Inhalt des Kreises mit dem Radius
Ay.

6. Der Flicheninhalt der Ringe. Als ersten Ring der Archimedi-
schen Spirale bezeichnen wir eine Figur, die durch die Bewegung des
Polarstrahlabschnitts zwischen der ersten und der zweiten Windung
bei einer Drehung aus der Anfangslage um 360° gebildet wird. Der
Umfang dieser Figur wird gebildet durch die Strecke 0 4,, der ersten
Windung 0Q,4,, der Strecke 4,4, und der zweiten Windung
A, HQp 4,

Der zweite Ring wird auf analoge Weise durch den Polarstrahl-
abschnitt zwischen der zweiten und der dritten Windung erzeugt.
Er wird begrenzt durch : 1) die Strecke A,4,, 2) die zweite Windung,
3) die Strecke 4,4, 4) die dritte Windung.

Friedrich Buckel
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54135 Spiralen 12

Auf dieselbe Weise definiert man den dritten, vierten, usw. Ring.
Den Flicheninhalt F,, des »-ten Ringes erhilt man durch

Fp=8,, — 8, =6n8,.
2
8 = % bedeutet hier den Inhalt der ersten Windung.
7. Die Bogenlinge [ des Bogens O M :

k e —
l=5lpVe+ T+ Inlp+ Vg +1)]

LoV + B | etV
5[ T + kIn T
:%k[tgcxsca + In (tg o 4 'sc a)].

Dabei bedeutet o den spitzen Winkel zwischen der Tangente M T
(Abb. 471) und dem Polarradius O M.

8. Krimmungsradius:

3
B

2 3
(kY — (p* +1)2 i (tg?x + 1)
oF + 2k 72 scia -1

R = -

Im Ursprung gilt Ry, = —.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



54135 Spiralen 13

3. Logarithmische Spirale: r(p)=a-e** mit akeR\{0}

Die rechte Abbildung zeigt eine Schar logarithmischer Spiralen, und zwar fur die Kurvenparameter
te{0,1;0,2;...;1} (statt k) und zwar .

fir das Intervall ¢ €[0; 2n] mita = 1.

Unten die Spirale r(¢)=e"* fir ¢ e[-4n;4,1x].

.

X
3[4 5
-__/(

10 12 14 16 18 20 22 § t=0,2

t=0,3

t=0,4

Man kann dafir auch diese Parameterdarstellung angeben:
x(t) =ae“’-cos(9)

y(t)=ae*? sin(g)

Die Name ,logarithmische Spirale“ kommt aus der Berechnung des Winkels aus dem Radius:

r=x2+y? = \/(ae"“’ )2 -cos” (¢) +(ae* )2 -sin? (¢) = \/(aek“’ )2 [ cos® (¢) +-sin® (¢) | =a-e

Toge o k-(pzln(ij = (pzl«ln(ij
a a k a

Zugleich hat man mit der Gleichung r=a-e<°® die Gleichung in Polarkoordinaten.

Eigenschaft:

Mit jeder Windung wachst der Radius um einen konstanten Faktor:

r(o+2mn)= a-ek(mzn) =a-ek?m . gkv = a-(eZ“)k Leko = (ez“ )k (o)

Also: r(e+2m)= (ezn)k (o)

Dabei ist " ~ 535,5 ein so groRer Faktor, da mit k noch potenziert wird, dass die
Spirale schnell ,in die Weite“ geht.

Folgerung: Will man mdéglichst anschauliche logarithmische Spiralen erzeugen, sollte
k sehr viel kleiner als 1 sein.

Man erkennt dies an der rechten oberen Abbildung.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Diese Eigenschaft kann man auch so interpretieren:

Die logarithmische Spirale kann durch eine zentrische Streckung auf sich selbst

abgebildet werden.

Beweis: VergroRert man ¢ um ein Vielfaches von 2r, dann kommt man zu ¢ +k-2x.

t-(@+k-27) to+tk-2m tk-2n

=e'.e

Dazu gehért dann der Radius r(¢+k-2n)=e —e
Also erhélt man r(¢+k-2m)=e"* .r(o)

Der Streckfaktor ist somit e'*?" .

A Kol

Die Abbildung zeigt Streckungen in Richtung y = -x.
OC=c-OD und OB=c-OC, OA=c-OB

mit einem Streckfaktor c.

»Steigung“ der logarithmischen Spirale:
Darunter versteht man den Faktor k. Man kann k so berechnen:

Aus T(¢)=a-€X? folgt durch Ableiten: r'(¢)=a-e"? .k

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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ta
Berechnung der Bogenlange fiir einen Bogen dieser Kurve: s= N*z +y?de
t

Zuerst muss man die Ableitungen mit der Produktregel berechnen:

Beispiel: Der fir t=0,25 =1 dargestellter Bogen hat die Lange

x(t)=t-e" -cos(¢p)—e" -sin(o)
y(9)=t-e" -sin(¢)+e" -cos(o)

s = ;f\/ez“p (t -cos(¢)— sin((p))2 4 g2to .(t sin(p) + COS((p))2 do

" (£ -cos* (o) - 2tsine)eas(o] +sin’ (o) + 'sin’ (o) + 2tsinip}eas(a) +cos* (o) |do
|

o

0

S= /t2+1‘Tet¢d(P: /tz +—2_|:e;_-®}“: t2+2_|:et.a_1:| , y
0 0

t

t=2n
P(4,81]0) X

1) 12
s=(“)—+-[e2”’4—1}=21,89 (LE)

ENEN

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Fir ¢ — 0 geht In((p) — —o0 , wWas zur waagrechten Asymptote nach links fuhrt.

Friedrich Buckel
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4. Andere Spiralen

Es gibt zahlreiche Kurven, die eine Spiralform aufweisen,

Beispiel 1: r((p,t):ti fiir ¢ e[0;2x] und t>0.
+¢

Zunachst transformiere ich in eine Parameterdarstellung:

4. 4.si
X(¢)=r-cos(¢) = %(P((P) und y(t)=r-sin(g)= %(f)(p)
a) Schnittpunkte mit der x-Achse:

Bedingung: y(t)=0 < sin(¢)=0.
Dies ergibt: 0, =0, 9, =m ¢, =2m.

. 4 4 4

-K ten: =0)=— =1)= =2mn) = .
x-Koordinaten x(¢=0) g x(¢=n) o x(¢ =2m) -
Ergebnis: N, [i | Oj fallst =0, N, [imj, N, [Lmj.
t t+m t+2n

b) Allgemeine Tangentensteigung. Ableitungen mit der Quotientenregel:

X(w)=4M = x(o) 4=Sin(e):(t+0)-1-cos(e) __,sin(o):(t+e¢)+cos(¢)

t+(P (t+(P)2 (t+q))2
y(t)=4 S:rl(i) = Y(p)=4- cos (o) ~((tt:(;p))2— sin(o)

4.003((10)-(t+(p)—sin((p)

o) (156 cos(e)(t+9)-sin(e)  (t+e)—tan(e)

4 5in(0)-(t+¢) +cos(p) " sin(p)-(t+¢)+cos(e)  tan(e)-(t+¢)+1
gy

Entweder multipliziert man den Zahlerbruch mit dem Kehrwert des Nennerbruchs, oder

man erweitert den Doppelbruch mit (t+(p)2 , dann kann man beide Nennerklammern kiirzen.

o sin(o) i
Dann kiirzte ich den Bruch noch durch cos(¢), was zu —— =tan(¢) gefiihrt hat.
c

0s(9)

c) Tangenten an die Scharkurven im linken Schnittpunkt mit der x-Achse, also bei x =« :

(t+m)-tan(n)  (t+m)

Tangentensteigung: (p=m)=- =— =—(t+
g gung yi(o=m) tan(n)-(t+m)+1 1 (t+m)
Tangentengleichung: y—O=—(t+n)~£x+t4 j o y=—(t+n)-x-4
+7
Beobachtung: Diese Tangentenschar geht durch den Punkt Q(O | —4) .

(Siehe Abb. auf der nachsten Seite.)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Die Abbildung zeigt die Kurvenschar. \ “y
Dargestellt sind die Kurven fur \ 4 -

\| —
te{0;1;2;3;4;5} und zwar fir 3

(pe[0;27t].

Die Tangenten im linken Schnittpunkt mit

der x-Achse gehen alle durch Q(0[-4).
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d) Die Kurve Kg hat die waagerechte Asymptote y = 4.

Beweis:

4-cos(o)

!.)IE?JX((p)z!me =
4.si i
Aber Iimy((p):Iimw:4.|immz4.1:4
¢—0 ¢—0 t+(p ©—0 t+(P
sin(x)

Denn man sollte diesen Grenzwert kennen: |im

X—0 X

Dieser wurde bereits bendtigt, als man die Ableitung von sin(x) berechnet hat.

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de





